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Notations et vocabulaire

Soit un systeme de m équations a ninconnues xi, X, ..., Xn :

a11Xy + ...+ aynXn = by

ou les coefficients aj et b; pour i entre 1 et met jentre 1 et n
sont des réels ou des complexes (des scalaires).




Notations et vocabulaire

Soit un systeme de m équations a ninconnues xi, X, ..., Xn :

a11Xy + ...+ aynXn = by

ou les coefficients aj et b; pour i entre 1 et met jentre 1 et n
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Résoudre ce systéme consiste a trouver tous les réels (ou tous
les complexes) xi, ..., x, (S'il en existe), tels que les égalités
soient vérifiées.




Notations et vocabulaire

Soit un systeme de m équations a ninconnues xi, X, ..., Xn :

a11Xy + ...+ aynXn = by

ou les coefficients aj et b; pour i entre 1 et met jentre 1 et n
sont des réels ou des complexes (des scalaires).

Résoudre ce systéme consiste a trouver tous les réels (ou tous
les complexes) xi, ..., x, (S'il en existe), tels que les égalités
soient vérifiées.

On dira que ce systeme comporte m lignes, notées L1, ..., L.
Une ligne dont tous les éléments sont nuls sera dite nulle.
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ain - aip
@ unematrice A=| : .. ! | amlignesetn
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Notations et vocabulaire

On associe également a ce systéme des matrices :
ain - aip
@ unematrice A=| : .. ! | amlignesetn
am - @mn
colonnes, la matrice du systeme.
a1 - amn by
@ une matrice B=| : . : | amlignes et n+1
am -+ amn bm
colonnes, la matrice compléte du systeme.
by
La colonne | : | s’appelle le second membre du
bm
systeme.




Opérations élémentaires

On utilise trois types d’opérations, dites élémentaires, pour
résoudre ce probleme :

@ Remplacer une ligne du systéeme par la somme de celle-ci
et du multiple d’'une autre ligne.
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Opérations élémentaires

On utilise trois types d’opérations, dites élémentaires, pour
résoudre ce probleme :
@ Remplacer une ligne du systéeme par la somme de celle-ci
et du multiple d’'une autre ligne.
@ Echanger deux lignes ou deux colonnes du systéme.
@ Multiplier une ligne par un scalaire non nul.

Remarque

Il est a peu pres évident que par ces opérations élémentaires,
on transforme un systéme en un systéme équivalent, c’est a
dire ayant les mémes solutions. Ces opérations se font
indifféremment sur les lignes du systéme ou sur les lignes de la
matrice complete du systeme.




Matrices a lignes échelonnées

Théoréme

Par une suite d’opérations élémentaires, on peut transformer
toute matrice en une matrice possédant la propriété suivante :
le nombre de coefficients nuls au début de chaque ligne
augmente a chaque ligne, 'augmentation étant stricte pour les
lignes qui suivent une ligne non nulle.




Matrices a lignes échelonnées

Théoréme

Par une suite d’opérations élémentaires, on peut transformer
toute matrice en une matrice possédant la propriété suivante :
le nombre de coefficients nuls au début de chaque ligne
augmente a chaque ligne, 'augmentation étant stricte pour les
lignes qui suivent une ligne non nulle.

Définition

Une matrice possédant la propriété ci-dessus sera dite a lignes
échelonnées. Le premier élément non nul d’une ligne non nulle
de cette matrice est appelé pivot.




Matrices a lignes échelonnées

01 3 5 2 8
0 026 829
@ lamatrice A=|0 0 0 0 O 1| estalignes
0 00O O OO
0 00O0O0O

échelonnées.




Matrices a lignes échelonnées

01 35 2 8
0 02 6 89
@ lamatrice A=|0 0 0 0 O 1| estalignes
0O 00 O0OOTO O
0 00O0O0DO
échelonnées.
01 1 3
@ |la matrice B = O W e n'est pas a lignes
0 0 8 5
0 0 0 2
échelonnées.




Réduite de Gauss-Jordan vs Méthode du pivot de
Gauss

Théoreme

On peut, par une suite d’opérations élémentaires, transformer
une matrice A en une matrice a lignes échelonnées dont les
pivots valent 1 et dans laquelle tous les coefficients situés
au-dessus de chaque pivot sont nuls. Une telle matrice sera
appelée une réduite de Gauss-Jordan. On peut montrer qu’une
telle réduite est unique.




Réduite de Gauss-Jordan vs Méthode du pivot de
Gauss

Théoreme

On peut, par une suite d’opérations élémentaires, transformer
une matrice A en une matrice a lignes échelonnées dont les
pivots valent 1 et dans laquelle tous les coefficients situés
au-dessus de chaque pivot sont nuls. Une telle matrice sera
appelée une réduite de Gauss-Jordan. On peut montrer qu’une
telle réduite est unique.

Méthode du pivot de Gauss

Le principe général du pivot de Gauss est de transformer le
systéme que I'on veut résoudre en un systeme triangulaire qui
a les MEMES SOLUTIONS.




Application aux sytemes

a41Xy + ...+ aynXn = by
Soit le systéeme :
ami X1+ ...amnXn = bm
Par une suite d’opérations élémentaires sur la matrice compléte
du systeme (ou, ce qui revient au méme, sur les lignes du
systeme), on transforme le systéme en un systeme équivalent
dont la matrice compléte est a lignes échelonnées. Les lignes
nulles de ce systéme correspondent a des équations :

Ox1+...4+0x,=0

On peut donc les ignorer. Soit r le nombre de lignes non nulles
et py,...,pr les pivots.



Application aux sytemes

@ Sile dernier pivot p, est dans la derniére colonne (la
(n+1)éme), alors la derniére ligne non nulle du systéme
est:

Ox1+...4+0x, = pr

Le syteme n’admet pas de solution.

@ Si le dernier pivot n'est pas dans la derniére colonne,
appelons ji,...,jr les indices des colonnes des pivots, de
sorte que :

1<ji<p<..<j<n

et que la matrice complete soit de la forme :



Application aux sytemes

0 0 py * * 0 * * 0 0 *
0 0 0 0 po  x * 0 *
0 0 0 0 p3

0
0 0 0 0 0 0 0 pr = *

En faisant passer dans le membre de droite les variables
d’indices différents de js, ..., - , et en divisant par py,...,pr, ON
peut exprimer les variables d’indices ji, ...j, en fonction des
autres. Le systeme admet des solutions. En particulier, si r = n,
il "admet qu’une solution, et si r < n, il en admet une infinité.



Exercices

Résoudre les systemes a inconnues réelles :

{ 2x+6y—z=-3 { X+2y+3z—-2t=1

X—y+z=2 X+y—z—t=0
—Xx—3y+3z=9 X+3y+7z-3t=2

xX+3y—z=0
2x+5y+3z=5

y

Exercice 2

Résoudre dans R les systemes suivants ou m est un parametre
réel :

X+y+z=4 3X+my+z=m
mx+y+z=m+3 2x+y—z=6

{ 3x+4y—-7z=-29 { X—y—2z=6




Correction Exercice 1

2x+6y—z=-3
(S1) X—y+z=2

—x—-3y+3z=9



Correction Exercice 1

2x+6y—z=-3 X—y+z=2 Lo L
(S1) Xx—y+z=2 (S))«={ 2x+6y—z=-3 172
—x—-3y+3z=9 —x—-3y+3z=9



Correction Exercice 1

2x+6y—z=-3 X—y+z=2 L L
(S1) X—y+z=2 (S1)«={ 2x+6y—z=-3 172
—x—-3y+3z=9 —x—-3y+3z=9
1 -1 A1 2
(S1) = [2 6 -1 3}

-1 -3 3 9



Correction Exercice 1

2x+6y—z=-3 X—y+z=2 Ly s L
(S1) X—y+z=2 (S1)«={ 2x+6y—-z=-3 172
—x—-3y+3z=9 —x—-3y+3z=9
1 -1 A1 2 1 -1 1 2
(S1)<:> 2 6 —1 -3 (81)@ 0 8 -3 -7 L2%L272L1
-1 -3 3 9 0o -4 4 M Ly + L3+ L4



Correction Exercice 1

2x+6y—z=-3 X—y+z=2 Ly s L
(S1) X—y+z=2 (S1)«={ 2x+6y—-z=-3 172
—x—-3y+3z=9 —x—-3y+3z=9
1 -1 A1 2 1 -1 1 2
(S1)<:> 2 6 —1 -3 (81)@ 0 8 -3 -7 L2%L272L1
-1 -3 3 9 0o -4 4 M Ly + L3+ L4

1 -1 1 2

(S1)<= |0 8 -3 -7
0 0 5 15 Ly« 23+ 1L,



Correction Exercice 1

(31){

(31)@[

(31)@[

;
2
1

1
0
0

-1
6
-3

—1
8
0

2x+6y—z=-3
X—y+z=2
—x—-3y+3z=9

]
—1
3

1
-3
5

2

9

2
-7
15

(&)¢?{

3} (31)@{

:| L3+ 2L3+ Lo

X—y+z=2
2x+6y—z=-3
—x—-3y+3z=9

1
0
0

L1 HLZ

—1 1 2
8 -3 -7 L2 — L2 72L1
L3 < L3 + L1

-4 4 M

X—y+z=2
8y—-8z=-7

(&)¢${
5z=15



Correction Exercice 1

(31){

(31)@[

(51) = [0

(31)@{

1
2

1

1

0

-1
6
-3

—1
8
0

X

z
y

—1

1

2x+6y—z=-3
X—y+z=2
—x—-3y+3z=9

1

3

-3

3
1

5

Hlw

X—y+z=2
(S1)«<=<{ 2x+6y—z=-3 Lol
—x—-3y+3z=9
2 1 -1 1 2
-3 (31)@ 0 8 -3 -7 L2 — L272L1
9 0o -4 4 1 Ly« L3+ L4
2 X—y+z=2
-7 (S1) = 8y—-3z=-7
15:| Ly« 23+ 1L, { 5z=15



Correction Exercice 1

2x+6y—z=-3 X—y+z=2 Ly s L
(S1) X—y+z=2 (S1)«={ 2x+6y—-z=-3 172
—x—-3y+3z=9 —x—-3y+3z=9
1 -1 1 2 1 -1 A1 2
(S1)<:> 2 6 —1 -3 (31)@ 0 8 -3 -7 L2 — L272L1
-1 -3 3 9 0 -4 4 M Ly + L3+ L4
1 -1 1 2 X—y+z=2
(S1)<= |0 8 -3 -7 (§1) = 8y—-3z=-7
0 0 5 15 Ly« 23+ 1L, 5z=15

3
1

dou |s={(-%:}:93)}

z
y=
X=—

(31)@{

Hlw



Correction Exercice 1

xX+y—z—-t=0

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2



Correction Exercice 1

X+y—-z—-t=0 on peut remarquer que Lg =2 Ly — Lp, d’'ou :

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2



Correction Exercice 1

X+y—-z—-t=0 on peut remarquer que Lg =2 Ly — Lp, d’'ou :

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2

X+2y+3z-2t=1
(82)(:){ X+y—z—t=0



Correction Exercice 1

X+y—-z—-t=0 on peut remarquer que Lg =2 Ly — Lp, d’'ou :

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2

X+2y+8z-2t=1 1 2 3 -2 1
(SZ)(:){ X+y—z—t=0 (&)=11 1 4 1 o0



Correction Exercice 1

X+y—-z—-t=0 on peut remarquer que Lg =2 Ly — Lp, d’'ou :

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2

X+2y+8z-2t=1 1 2 3 -2 1
(SZ)(:){ X+y—z—t=0 (&)=11 1 4 1 o0

0 -1 —4 1 1| L« ly—L



Correction Exercice 1

X+y—-z—-t=0 on peut remarquer que Lg =2 Ly — Lp, d’'ou :

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2

X+2y+8z-2t=1 1 2 3 -2 1
(32)‘:’{ X+y—z—t=0 (SZ)‘:’L 1 -1 1 0}

X+2y+3z-2t=1
0 -1 —4 1 1| L« ly—L (82)‘:’{ Y4z 4t=—1



Correction Exercice 1

X+y—-z—-t=0 on peut remarquer que Lg =2 Ly — Lp, d’'ou :

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2

X+2y+8z-2t=1 1 2 3 -2 1
(32)‘:’{ X+y—z—t=0 (SZ)‘:’L 1 -1 1 0}

X+2y+3z-2t=1
0 -1 —4 1 1| L« ly—L (82)‘:’{ Y4z 4t=—1

y=1-4z+t
(82)(:;’{ xX=-1+5z



Correction Exercice 1

X+y—-z—-t=0 on peut remarquer que Lg =2 Ly — Lp, d’'ou :

x+2y+3z-2t=1
(S2)
X+3y+4+7z-3t=2

X+2y+8z-2t=1 1 2 3 -2 1
(32)‘:’{ X+y—z—t=0 (SZ)‘:’L 1 -1 1 0}

X+2y+3z-2t=1
0 -1 -4 1 71} Ly Lp—Ly (82)‘:’{ Y4z 4t=—1

—1-dz4t o .
(sz)<:>{ yX:_“fS*Z dod ‘S:{(—H—Sz; 1—4z+t;z;t);(z;t)eR2}‘.




Correction Exercice 1

x+3y—z=0
(83){ 2x+5y+3z=5



Correction Exercice 1

x+3y—z=0 13 -1 0
(33){ 2X+5y+3z=5 (33)‘:’[2 5 3 5}



Correction Exercice 1

x+3y—z=0 13 -1 0
(33){ 2X+5y+3z=5 (33)‘:’[2 5 3 5}

1 3 -1 0
(33)‘:’[0 1 5 5] Ly Lo — 2L,



Correction Exercice 1

x+3y—z=0 13 -1 0
(33){ 2X+5y+3z=5 (33)‘:’[2 5 3 5}
1 3 10
(33)‘:’[0 1 5 5] Ly Lo — 2L,

xX+3y—z=0
(Sa) = { —y+5z=5



Correction Exercice 1

x+3y—z=0 13 -1 0
(33){ 2X+5y+3z=5 (33)‘:’[2 5 3 5}
1 3 10
(33)‘:’[0 1 5 5] Ly Lo — 2L,

xX+3y—z=0
(33”:’{ —y+5z=5

y=-5+45z
(53)‘:*{ x=15-14z



Correction Exercice 1

x+3y—z=0 13 -1 0
(33){ 2X+5y+3z=5 (33)‘:’[2 5 3 5}
1 3 10
(33)‘:’[0 1 5 5] Ly Lo — 2L,

xX+3y—z=0
(33”:’{ —y+5z=5

y=-5+45z
(53)‘:*{ x=15-14z

dou |S={(15-14z; —5+52; 2); z€R}|.




Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29
(S1) X+y+z=4
mx+y+z=m+3



Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29 X+y+z=4
(S1) X+y+z=4 (S1) = 3x+4y-7z=-29
mx+y+z=m+3 mx+y+z=m+3

L1 <—)L2



Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29 X+y+z=4
(S1) X+y+z=4 (S1) = 3x+4y-7z=-29
mx+y+z=m+3 mx+y+z=m+3

L1 <—)L2

1 1 1 4
(S1)= |3 4 -7 -29
m 1 1 m+3




Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29 X+y+z=4
(S1) X+y+z=4 (S1) = 3x+4y-7z=-29
mx+y+z=m+3 mx+y+z=m+3

L1 <—)L2

1 1 1 4
(S1)= |3 4 -7 -29
m 1 1 m+3

1 1 1 4
(81)(:> 0 1 —10 —41 Ly <+ Lo —3L4
0 1—-m 1-m 3(1-m)| Lz« Lg—mL4



Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29
xX+y+z=4
mx+y+z=m+3

(&){

(S1) =

-7

3w
IO NG

—_

1 1
1 -10
1-m

(S1) =

o o

—_
—_

]
1 -10
11(1—m)

(S1) =

o o
o

1 4
—29
1 m+3

1-m

(S1)<:>{

4
—41
3(1 rn)}

4
—41

X+y+z=4
3x+4y—7z=-29
mx+y+z=m+3

L2 — L273L1
Lz <+ Ly—mL4

44(1 m):| L3 < L3 7(1 7m)L2

L1 <—)L2



Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29
xX+y+z=4

X+y+z=4

L1 <—)L2

3x+4y—7z=-29
mx+y+z=m+3

(31){ (31)<:>{

mx+y+z=m+3

1 1 1 4
(S1)= |3 4 -7 -29
Lm 1 1 m+3
M1 1 1 4
(81)(:> 0 1 —10 —41 Ly <+ Lo —3L4
0 1-m 1-m 3(1-m)| L3+« Lz—mLy
M1 1 1 4
(S1)= |0 1 -10 —41
0 0 1(1-m) 44(1-—m)| L3« Lz—(1—m)Lp
X+y+z=4
(S1) = y—10z=-41
(1-mz=4(1-m)



Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29 X+y+z=4 Lo L,
(S1) X+y+z=4 (Sy) <= { 3x44y-7z=-29 172
mx+y+z=m+3 mx+y+z=m+3

[ 1 4
-7 =29
1 m+3

(S1) =

3w
IO NG

—_

(S1) =

o o

1 1 4
1 -10 —41 Lg(—L273L1
1-m 1-m 3(1-m)| L3+ Lz—mLy
11 1 4

1 -10 —-41

(S1)<:> 0 :|
0 0 MM(1-m) 44(1-m)| Lg+ Ly—(1-m)Lp

X+y+z=4
(S1) = y—10z=-41
(1-mz=4(1-m)

osim=1; ‘S:{(45—11z; —41+410z; 2); z€R} \




Correction Exercice 2

3x+4y—-7z=-29 X+y+z=4 Lo L,
(S1) X+y+z=4 (Sy) <= { 3x44y-7z=-29 172
mx+y+z=m+3 mx+y+z=m+3

[ 1 4
-7 =29
1 m+3

(S1) =

3w
IO NG

—_

(S1) =

o o

1 1 4
1 -10 —41 Lg(—L273L1
1-m 1-m 3(1-m)| L3+ Lz—mLy
11 1 4
(S1)<= |0 1 -10 —-41

0 0 1M(1—-m) 44(1—m)| Lz« Lz—(1—m)Lp

X+y+z=4
(S1) = y—10z=-41
(1-mz=4(1-m)

osim=1; ‘S:{(45—11z; —41+410z; 2); z€R} \

esim#1; | S={(1;,-1;4)} |



Correction Exercice 2

X—y—2z=6
(S2)¢ 3x+my+z=m
2x+y—z=6



Correction Exercice 2

X—y—2z=6 1 -1 -2 6
(S2)8 3x+my+z=m (S2)<=|83 m 1 m
2x+y—-z=6 2 1 -1 6



Correction Exercice 2

X—y—2z=6 1 -1 -2 6
(S2)8 3x+my+z=m (S2)<=|83 m 1 m
2x+y—-z=6 2 1 -1 6

1 -1 -2 6
(82):} 0 m+3 7 m-—18 Ly + Lo —3L4
0 3 3 -6 L3<—L372L1



Correction Exercice 2

X—y—2z=6 1 -1 -2 6
(S2)8 3x+my+z=m (S2)<=|83 m 1 m
2x+y—-z=6 2 1 -1 6

1 -1 -2 6
(82):} 0 m+3 7 m-—18 Ly + Lo —3L4
0 3 3 -6 L3<—L372L1

1 1 -2 6
(S)—10 3 3 —6
0 m+3 7 m-1g| Lol



Correction Exercice 2

X—y—2z=6 1 -1 -2 6
(S2)8 3x+my+z=m (S2)<=|83 m 1 m
2x+y—-z=6 2 1 -1 6

1 -1 -2 6
(82):} 0 m+3 7 m-—18 Ly + Lo —3L4
0 3 3 -6 L3<—L372L1



Correction Exercice 2

1 -1 -2 6
(S2) = |0 1 1 -2
0 0 4—m 73(47!’7’1) L3 « L37(m+3)L2



Correction Exercice 2

1 -1 -2 6
(S2) = |0 1 1 -2
0 0 4—m 73(47!’7’1) L3 « L37(m+3)L2

X—y—2z=6

(32)<:>{ y+z=-2
(4—m)z=-3(4—m)



Correction Exercice 2

1 -1 -2 6
(S2) = |0 1 1 -2
0 0 4—m 73(47!’7’1) L3 « L37(m+3)L2

X—y—2z=6
(82)<:>{ y+z=-2
(4—m)z=-3(4—m)

e sim=4; ‘S:{(4+z; —2-2z;2); zeR} ‘




Correction Exercice 2

1 -1 -2 6
(S2) = |0 1 1 -2
0 0 4—m 73(47!’7’1) L3 « L37(m+3)L2

X—y—2z=6
(82)<:>{ y+z=-2
(4—m)z=-3(4—m)

e sim=4; ‘S:{(4+z; —2-2z;2); zeR} ‘

esim#4; | S={(1;1,-3)}




