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Transformer les produits en somme

Introduction

La fonction x 7→ 1
x

est continue sur ]0;+∞[, elle admet une

unique primitive qui s’annule en 1, c’est la fonction x 7→
∫ x

1

1
t

dt .
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Définition

L’unique primitive de la fonction x 7→ 1
x

sur ]0;+∞[ qui s’annule

en 1 est appelée logaritme népérien, elle est notée ln. On a

donc ∀x > 0, ln(x) =
∫ x

1

1
t

dt .



Conséquences

1 La fonction ln est définie sur l’intervalle ]0;+∞[

2 ln1 = 0
3 La fonction ln est dérivable sur l’intervalle ]0;+∞[ et pour

tout réel x > 0, ln′(x) =
1
x

. La fonction ln est donc

strictement croissante sur ]0;+∞[.
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f définie sur ]0;+∞[ par f (x) = ln(ax)− lnx .



Propriétés algébriques
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Pour tous réels a et b strictement positifs :
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Exercice : Preuve

a étant un réel strictement positif, on considère la fonction
f définie sur ]0;+∞[ par f (x) = ln(ax)− lnx .

Pour tout réel x > 0,
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Pour tout réel x > 0, ln(ax) = lna+ lnx .
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Étude de la fonction logarithme népérien
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Étude de la fonction logarithme népérien

Propriété

La fonction ln est strictement croissante sur ]0;+∞[.

Conséquences

Pour tous réels a et b strictement positifs :

lna = lnb si et seulement si a = b

lna > lnb si et seulement si a > b

Puisque ln1 = 0 : Pour tout réel x strictement positif :

lnx = 0 si et seulement si x = 1

lnx > 0 si et seulement si x > 1

lnx < 0 si et seulement si 0 < x < 1



Applications

Exercice
1 Résoudre dans R l’équation ln(2x −1) = ln(x −2).
2 Résoudre dans R l’inéquation ln(x2 −4)< lnx .
3 Résoudre dans ]0;+∞[ l’équation 2(lnx)2 −3lnx +1 = 0.



Tableau de variations

x

Signe

de
1
x

Variation
de ln

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

1

0

e

1

Le nombre e est le nombre tel que lne = 1.



Courbe représentative

1
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-2

1 2 3 4O x

y
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y = lnx



Inégalité de convexité

Théorème

∀x > 0, ln(x)≤ x −1



Inégalité de convexité

Théorème

∀x > 0, ln(x)≤ x −1

Exercice

Prouver le résultat précédent.
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Soit u une fonction définie et strictement positive sur un
intervalle I. La composée de la fonction u suivie de la fonction
ln est notée ln(u).

Théorème

Soit u une fonction définie et strictement positive sur un
intervalle I. Les fonctions u et ln(u) ont les mêmes variations
sur I.

Théorème

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un

intervalle I. La fonction ln(u) est dérivable sur I et (lnu)′ =
u′

u
.
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La fonction logarithme de base 10 est notée log, elle est
appelée fonction logarithme décimal.



Autres fonctions logarithmes

Définition

Soit a un réel strictement positif, a 6= 1.
On appelle fonction logarithme de base a la fonction notée loga

définie sur ]0;+∞[ par : loga(x) =
lnx
lna

.

La fonction logarithme de base 10 est notée log, elle est
appelée fonction logarithme décimal.

1 La fonction loga a les propriétés algébriques de la fonction
ln.

2 Pour tout réel a strictement positif et a 6= 1, loga(a) = 1 ; en
particulier : log(10) = 1.

3 Pour tout n ∈ Z, log(10n) = n.


