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La fonction exponentielle

Introduction

La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0; +oof,
elle définit donc une bijection de ]0; +oo[ sur R.




La fonction exponentielle

Introduction

La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0; +oof,
elle définit donc une bijection de ]0; +oo[ sur R.

Définition

La réciproque est appelée fonction exponentielle et notée exp,
elle est définie par :

exp: R — ]0;+o]
X = exp(x)=y tedquey >0etIn(y)=x




Conséquences

© La fonction exp est continue et strictement croissante sur
R, de plus exp(0) =1 et exp(1l) =e.

@ La fonction In est dérivable sur ]0; 4o et sa dérivée ne
s’'annule pas, donc la fonction exp est dérivable sur R et
exp’(x) = exp(x).

© Dans un repére orthonormé, la courbe représentative de la
fonction exp et celle de la fonction In sont symétriques par
rapport a la premiére bissectrice.




Courbe représentative




Propriété fondamentale de I'exponentielle

Théoréme

X,y €R, exp(x +y) =exp(x) x exp(y)
1
exp(x)’

Il en découle en particulier que exp(—x) =
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Pour tout réel x, exp(x) = e*.




Autres propriétés

Pour tous réels x ety,
Q el=1letel=e.

1
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© Pour tout entier relatif p, eP* = (e*)P.
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Exercice : Preuve




Limites

Limites importantes
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Etude de la fonction exponentielle

Propriété
La fonction exp est strictement croissante sur R.




Etude de la fonction exponentielle

Propriété
La fonction exp est strictement croissante sur R.

Conséquences

@ Pour tous réels a et b, e? < eP équivauta a < b.
@ Pour tous réels a et b, e? = eP équivauta a=b.




Applications

, , . 3
© Résoudre dans R I'équation exp(2x +5) = exp (x> :
@ Résoudre dans R 'inéquation exp(x? —4) < exp(—3x).
© Résoudre dans R I'équation 2e?* 4 8e* + 6 = 0.




Tableau de variations

X —o0 40
e +
400
Variation
de exp
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Inégalité de convexité

Théoréme
VX eR, e¥>x+1




Inégalité de convexité

Théoréme
VX eR, e¥>x+1

Prouver le résultat précédent.




Fonction exp(u)

u est une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction f
définie par : f(x) = e'®) est dérivable sur | et pour tout réel x
del, f'(x) = u’(x)e"®™),




Fonction exp(u)

u est une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction f
définie par : f(x) = e'®) est dérivable sur | et pour tout réel x
del, f'(x) = u’(x)e"®™),

Exercice

f est la fonction définie sur R par f(x) = ex’+2x,
Déterminer la fonction dérivée de f.




Fonctions exponentielles de base a

Définition

Soit a un réel strictement positif, on appelle fonction
exponentielle de base a, la fonction notée exp,, définie sur R
par :

xIn(a)

VX € R, expy(x) =




Fonctions exponentielles de base a

Définition

Soit a un réel strictement positif, on appelle fonction
exponentielle de base a, la fonction notée exp,, définie sur R

par :

|

e* In(a)

VX € R, expy(x) =

Remarques

@ La fonction exponentielle de base 1, exp; : x — 1%, est
constante et vaut 1.

@ La fonction exponentielle de base e, exp, : x — €%, est la
fonction exponentielle déja étudiée.




Fonctions exponentielles de base a

Soit a un réel strictement positif.

Théoreme

© La fonction exp, est définie, dérivable et continue sur R et
a valeurs dans R**.

Q@ Pour tout réel x, exps(x) = Ina x exp,(x) = a*Ina.




Fonctions exponentielles de base a

a>1

exp, est strictement croissante sur R
. lim exp,(X) = +w;
Nim_exp,(x) = +

O<ax<l1

mejwe:(pa(X) =0.

. Im — = +oo,
X—+40o X

exp, est strictement décroissante sur R
. XILTwexpa(x) =0.

xgmmefpa(X) = fo.

L@
. lim — =+
X——0 X
X —00 +00 X —00 00
expa(x) + expa(x)
+00 +o00
E€XPa / exp, \
0 0
L'axe des abscisses est asymptote en —oo. L'axe des abscisses est asymptote en +co.




Fonctions puissances

Sia estunréeletsix >0alorsona:

x9 = exp, (a) = e

[Xa]/ _ axa—l




Fonctions puissances




Fonctions puissances

Avec x,y >0eta,BeR:

Q x%xxP =x9*F etdoncx % = 1L, et ’;—Z =x9-F,
Q (x9)B =x9B,

© (xy)7 —x@ xye.

Q Pouranonnul,y =x% < x=ya.




Croissances comparées

Théoréme

X xB
o S|a<Banrs I|m X——Oet lim =— =0.

x—0+ X9

Q Sia et sont des réels strictement positifs, alors :

B
lim wzom lim x%|In(x)[fF =0
X—0F

X——+00 X

© SiaestunréeletsiB >0, alors: lim x%e# =0.
X—00




